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Resumen

En este estudio exploratorio, nos enfocamos en identificar las concepciones previas que tienen los estudiantes de
primer afio de universidad con respecto a los conceptos de ecuacion lineal y sistema de ecuaciones lineales (SEL)
con dos incognitas. El conocimiento de dichas concepciones servira para conocer lo que estan aprendiendo los
estudiantes y como punto de partida para la planificacion de la ensefianza del contenido de SEL de m x n. Con
este propdsito, aplicamos un cuestionario con preguntas abiertas a 24 estudiantes de ingenieria que estaban
cursando Algebra Lineal. Este cuestionario contenia preguntas sobre la representacion grafica de una ecuacion
lineal con dos incégnitas y de un SEL de 3 X 2, la cantidad de soluciones de una ecuacion lineal y de un SEL, una
solucion particular de un SEL y lo qué entienden por solucion de un SEL. Posteriormente, analizamos sus
protocolos escritos en funcion de los modos de pensamiento del Algebra Lineal: sintético-geométrico, analitico-
aritmético y analitico-estructural. Nuestros resultados revelaron que los estudiantes identifican la ecuacion lineal
con una recta. Sin embargo, predominan las concepciones errdneas referente a la cantidad de soluciones que tiene
una ecuacion lineal o que puede tener un SEL con dos incognitas. Ademas, observamos que en los argumentos de
los estudiantes prevalece el modo analitico-aritmético y manifiestan dificultad para transitar al modo sintético-
geométrico cuando la tarea se plantea en un modo diferente.
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Abstract

In this exploratory study, we focused on identifying first-year university students' prior conceptions regarding the
concepts of linear equations and the system of linear equations (SLE) with two unknowns. The knowledge of these
conceptions will serve to understand what students are learning and as a starting point for planning the teaching of
the SLE content of m X n. For this, 24 engineering students who were studying Linear Algebra answered a
questionnaire with open questions about the graphic representation of a linear equation with two unknowns and a
3 x 2 SLE, the number of solutions of a linear equation and a SLE, a particular solution of a SLE and what they
understand by the solution of a SLE. Later we analyzed their written protocols based on the thinking modes of
Linear Algebra: synthetic-geometric, analytical-arithmetic, and analytical-structural. Our results revealed that the
students identified the linear equation with a straight line. However, misconceptions predominate regarding a linear
equation's number of solutions or the quantity a SLE with two unknowns can have. In addition, we observed that
in the students' arguments, the analytic-arithmetic mode prevails, and they express difficulty in transitioning to the
synthetic-geometric mode when the task is presented in a different mode.

Keywords: Linear Algebra. Systems of Linear Equations. University Education. Modes of Thinking.

1 Introduccion

Los SEL constituyen un contenido central en el curso de Algebra Lineal porque sirven
de herramienta para abordar conceptos fundamentales como: vectores linealmente dependientes
en espacios vectoriales, bases de espacios vectoriales, transformaciones lineales, vectores y
espacios propios. Sin embargo, los estudiantes presentan dificultades con los SEL en su
resolucion, conceptualizacion, comprension y visualizacion de su conjunto solucion
(Mutambara; Bansilal, 2022; Rodriguez et al., 2019). Para minimizar estas dificultades, es
fundamental planificar la ensefianza de este contenido considerando, como punto de partida, las
concepciones previas de los estudiantes respecto al mismo (Castro; Prat; Gorgorio, 2017).

Las concepciones son las representaciones internas evocadas por un concepto. Estas
describen la naturaleza de los objetos matematicos y las diferentes imagenes de estos objetos
en la mente del estudiante, ya sean simbolicas, graficas u otras (Martinez Silva; Gorgorio,
2004). En particular, las concepciones se refieren a la comprension del conocimiento, lo que
involucra creencias, teorias, explicaciones y significados que los estudiantes tienen sobre los
conceptos. En otras palabras, lo que el estudiante ya sabe (Olmedo; Galindez, 2014).

En el siglo pasado, Ausubel, Novak y Hanesian (1983) destacaron la importancia de las
concepciones previas de los estudiantes porque influyen significativamente en el aprendizaje.
Esta perspectiva influy6 en la investigacion educativa, motivando a los investigadores de la
ensefnanza de las ciencias a iniciar estudios sobre las concepciones previas de los estudiantes

como punto de partida para la ensefianza (Campanario; Otero, 2000).
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El estudio de las concepciones no s6lo permite evaluar el efecto de la ensefianza de
conceptos previos, sino que también contribuye a determinar qué se estd aprendiendo realmente,
brindando orientacion sobre qué y como ensefiar (Goémez, 2010). No obstante, si las
concepciones previas son omitidas, estas pueden transformarse en obstaculos para el
aprendizaje alrededor de los cuales se agrupan errores recurrentes (Castro; Prat; Gorgorio,
2017; Rivera; Dolores, 2021).

Las concepciones previas de los estudiantes desempefian un papel relevante porque
condicionan la forma en que estos abordaran las tareas de aprendizaje relativas al concepto que
estan construyendo (Rios-Cuesta; Aspirila-Mena, 2022). Por esta razon, es esencial conocer las
concepciones previas de los estudiantes antes de iniciar el proceso de aprendizaje de un nuevo
concepto. Asi, se pueden articular las concepciones previas con los nuevos conceptos para
contribuir a la necesidad, manifestada por Okta¢ y Trigueros (2010), de disefar tareas que
permitan a los estudiantes construir de manera mas sélida los contenidos del curso de Algebra
Lineal, asegurando que los conceptos tengan sentido y estén estrechamente interconectados
entre si.

Teniendo en cuenta los planteamientos anteriores, el problema de investigacion se centra
en entender las concepciones previas de los estudiantes como un posible factor que favorece las
dificultades con el contenido de SEL de m Xn (en su resolucion, conceptualizacion,
comprension y visualizacién de su conjunto solucién) en el contexto del curso de Algebra
Lineal.

Por lo expuesto, el objetivo de nuestra investigacion exploratoria es identificar las
concepciones previas que tienen los estudiantes de primer afio de universidad con respecto a
los conceptos de ecuacion lineal con dos incdgnitas y SEL con dos incdgnitas, previo a iniciar
el estudio del contenido de SEL de mxn en el curso de Algebra Lineal.

Con este estudio, esperamos contribuir a la linea de investigacion de la Enserianza y
Aprendizaje del Algebra Lineal (Trigueros; Wawro, 2020). En concreto, a la linea de
caracterizaciones de la comprension de los estudiantes de conceptos particulares del algebra
lineal en el nivel universitario. Ademas, basados en evidencia empirica, aportamos antecedentes
a los docentes del curso de Algebra Lineal para planificar la ensefianza de SEL de m X n y

anticipar un posible proceso de aprendizaje para el concepto.

2 Marco Teorico
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Consideramos como fundamento tedrico, los modos de pensamiento del Algebra Lineal
propuestos por Sierpinska (2000) y los estudios sobre concepciones de SEL. Estos se utilizaran
para interpretar y comparar con las concepciones que manifiestan los estudiantes de primer afio

de universidad de esta investigacion, previo a estudiar SEL de m X n.

2.1 Modos de pensamiento propuestos por Sierpinska

Seglin Sierpinska (2000) coexisten tres modos de pensamiento en Algebra Lineal:
sintético-geométrico, analitico-aritmético y analitico-estructural. Estos tres modos utilizan un
sistema especifico de representaciones.

El modo sintético-geométrico corresponde a los objetos geométricos tal como son
percibidos por nuestros sentidos. Por ejemplo, pensar en una ecuacion lineal como rectas en el
plano. Por otro lado, en los modos analitico-aritmético y analitico-estructural, la interaccion
con los objetos es indirecta, se emplean simbolos y la persona que esta pensando en estos modos
debe pasar por una interpretacion para trabajar con conceptos matematicos. En el modo
analitico-aritmético, las ecuaciones que forman un SEL pueden ser resueltas usando diferentes
métodos y para interpretar los simbolos como ecuaciones es necesario algin antecedente. En el
modo analitico-estructural, el énfasis se encuentra en las propiedades de los objetos. En este
modo, por ejemplo, se puede preguntar en qué condiciones un SEL tiene solucion tnica (Oktag,
2018).

Sierpinska (2000) ejemplifica los modos de pensamiento con un SEL de tres ecuaciones
y tres incdgnitas. Se estd en el modo sintético-geométrico, si se piensa en las posibles soluciones
para el SEL visualizando las posibles posiciones relativas de tres planos en el espacio. Por otro
lado, se esta en el modo analitico-aritmético si se piensa en términos de los posibles resultados
de una reduccion por filas de una matriz aumentada de 3 X 4 y en el modo analitico-estructural,
si se piensa en términos de matrices singulares y no singulares. Sierpinska (2000) advierte que
estos tres modos de pensamiento no deben interpretarse como pasos (o etapas) en el desarrollo
del pensamiento, sino como modos de pensar y razonar todos ttiles por igual, mas atn cuando

interactiian entre si.

2.2 Estudios sobre concepciones de SEL

Son recientes las investigaciones relativas a las concepciones de SEL. Okta¢ (2018)

estudid las concepciones que desarrollaron los estudiantes de secundaria y universidad sobre
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SEL y solucion de un SEL. Oktac (2018) analiz6 estas concepciones en los modos sintético-
geométrico y analitico en espacios bidimensionales y tridimensionales. Sus resultados
reportaron que entre los factores que influyen en las concepciones que desarrollan los
estudiantes sobre SEL y solucion de un SEL, se encuentran las concepciones previas que tienen
acerca de qué es una ecuacion lineal y qué es una solucion de una ecuacion lineal.

Cércamo; Fuentealba y Tauler (2021) realizaron un estudio exploratorio que tuvo como
objetivo identificar las concepciones que muestran estudiantes universitarios de primer afo al
enfrentarse a preguntas que implican resolver SEL de 3 X 2 con solucion vacia. Ellos
identificaron tres concepciones que los estudiantes tienen al resolver un SEL de 3 X 2 con
solucion vacia, dos de las cuales son erroneas. Estos autores concluyeron que los estudiantes
no comprenden el significado de la solucion de un SEL vy, por esta razdn, presentaron
inconvenientes para resolver un SEL correctamente cuando estaba representado grafica o

analiticamente.

3 Metodologia

Nuestro estudio de caracter exploratorio tuvo como objetivo identificar las concepciones
previas que tienen los estudiantes respecto a ecuacion lineal y SEL. Para ello, analizamos sus
protocolos escritos de un cuestionario que respondieron sobre la representacion grafica de una
ecuacion lineal con dos incégnitas y de un SEL de 3 X 2, la cantidad de soluciones de una
ecuacion lineal con dos incognitas y de un SEL, la solucidn particular de un SEL y lo qué
entienden por solucion de un SEL. El analisis lo realizamos bajo un enfoque principalmente

cualitativo, adoptando una perspectiva interpretativa y descriptiva (Bisquerra, 2009).

3.1 Participantes

En nuestro estudio participaron 24 estudiantes de primer afio que estaban cursando
Algebra Lineal en una universidad chilena. En adelante, nos referiremos a ellos como E1, E2
hasta E24. Estos estudiantes previamente habian cursado los contenidos de matrices y
determinantes e iban a iniciar el estudio de SEL de mxn. Ademas, de acuerdo con el curriculum

de estudio de secundaria de Chile, ellos ya habian estudiado SEL de 2 X 2.

3.2 Instrumento y recogida de datos
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Con el propdsito de recoger informacion acerca de las concepciones previas que tienen
los estudiantes universitarios sobre ecuaciones lineales y SEL, disefiamos un cuestionario con
tres tareas, a su vez cada una de ellas consta de varias preguntas de respuesta abierta. En el
proceso de diseno, efectuamos una revision de los documentos oficiales proporcionados por el
Ministerio de Educacion de Chile, especificamente, las Bases Curriculares 7° basico a 2° medio
(s.f) y el texto del estudiante de primero medio (Fresno; Torres; Avila, 2020). Ademas,
consideramos investigaciones previas sobre SEL (Andrews-Larson, 2015; Campos, 2017;
Carcamo; Fuentealba; Tauler, 2021; Ochoviet, 2009; Oktacg, 2018).

El cuestionario disefiado lo sometimos a revision por expertos. Posteriormente, lo
validamos empiricamente aplicandolo a un grupo de 38 estudiantes de un curso de Algebra
Lineal antes de que iniciaran el estudio de SEL de m X n. Ademas, efectuamos entrevistas
semiestructuradas a algunos de estos estudiantes con base en sus protocolos escritos del
cuestionario. Este proceso nos permitio identificar imprecisiones en los enunciados de las tareas
y, en consecuencia, reformularlos.

Aplicamos la version reformulada del cuestionario a un nuevo grupo de 24 estudiantes
de un curso de Algebra Lineal, previo a que iniciaran el estudio de SEL de m x n. Los
estudiantes tuvieron 60 minutos para responderlo individualmente. En algunas de las tareas del
cuestionario, los estudiantes utilizaron el software de geometria dindmica GeoGebra, ya sea en
su ordenador o dispositivo movil.

Realizamos entrevistas semiestructuradas a 5 estudiantes que participaron
voluntariamente con la finalidad de profundizar en sus respuestas escritas. Estas entrevistas, las
efectuamos en la oficina de una de las investigadoras, teniendo una duracién de 30 minutos
aproximadamente y se grabaron en formato de audio.

En el Cuadro 1, detallamos el objetivo de cada tarea incluida en el cuestionario y las
preguntas que seleccionamos para esta investigacion. Estas preguntas fueron elegidas debido a
la diversidad de respuestas entregadas por los estudiantes y nuestro interés en identificar las

concepciones de los estudiantes tanto geométricas como analiticas.

Objetivo de la tarea Pregunta seleccionada
Tarea 1: identificar las concepciones que tienen | ;Qué representa graficamente una ecuacion
los estudiantes sobre una ecuacion lineal de la | lineal con dos incdgnitas? (P1T1)
forma ax + by = ccona #0,b # 0. . Cuéntas soluciones puede tener una ecuacion
lineal con dos incognitas? Ejemplifique. (P2T1)

Tarea 2: identificar las concepciones que tienen | Dado el SEL
los estudiantes sobre SEL de 2x2 y sus x+y=2
soluciones. x+2y=1
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(Es (0,1) solucion del sistema de ecuaciones
lineales dado? ;Por qué? (P1T2)

(Qué significa ser una solucidn para un sistema
de ecuaciones lineales? (P2T2)

(Cuantas soluciones puede tener un sistema de
ecuaciones lineales? (P3T3)

Tarea 3: identificar las concepciones que tienen | Grafique en GeoGebra el SEL de 3x2 dado
los estudiantes sobre las soluciones de un SEL | ;Cuantas soluciones tienen el sistema de
de 3x2 representado graficamente. ecuaciones lineales? ;Porqué? (PT3)

Cuadro 1 — Descripcion del objetivo y preguntas seleccionadas de las tareas del cuestionario
Fuente: Elaborado por los autores

3.3 Analisis de datos

La identificacion de las concepciones emergiod de la organizacion y el analisis de los
protocolos escritos de las tareas del cuestionario. El proceso de andlisis de datos consto de
cuatro fases. En la primera fase, transcribimos en una planilla Excel las respuestas escritas de
los estudiantes a cada una de las preguntas del cuestionario. En la segunda fase, etiquetamos
estas respuestas como correctas, erroneas o no responde. En la Tabla 1, mostramos la frecuencia
porcentual del tipo de respuesta proporcionada por los estudiantes.

Tabla 1 — Frecuencia porcentual del tipo de respuesta entregada por los estudiantes a las
preguntas seleccionadas de las Tareas del cuestionario

Pregunta P1T1 P2T1 P1T2 P2T2 P3T2 PT3
Correcta 87% 33% 75% 71% 21% 71%
Erronea 0% 42% 0 8% 54% 17%
No responde 13% 25% 25% 21% 25% 13%

Fuente: Elaborado por los autores

En la tercera fase, categorizamos las concepciones de los estudiantes sobre una ecuacion
lineal con dos incognitas y sobre los SELde 2 X 2y 3 X 2 através de categorias que emergieron
de la codificacion y la comparacion de los datos por parte de los investigadores. Esta tercera
fase dio origen al Cuadro 2 en donde detallamos las concepciones emergentes identificadas y
su respectiva frecuencia porcentual, respecto a la cantidad de estudiantes que respondi6 el
cuestionario. Ademads, para garantizar la confiabilidad de este estudio, los investigadores
codificaron y compararon los datos a través de reuniones periddicas. Durante este proceso,
cuando surgian desacuerdos, los investigadores lo analizaban hasta llegar a un consenso.

En la cuarta fase de andlisis, interpretamos las concepciones que tienen los estudiantes,
obtenidas en la tercera fase, desde los modos de pensamiento de Sierpinska (2000) y los

comparamos con los estudios sobre concepciones de SEL.
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4 Resultados

En este apartado, presentamos las concepciones que identificamos en los estudiantes
con respecto a la representacion grafica y la cantidad de soluciones de la ecuacion lineal con
dos incognitas (seccion 4.1). Asimismo, exponemos las concepciones que identificamos en los
estudiantes sobre SEL en relacion con: una solucion particular de un SEL dado, lo qué entienden
por solucion de un SEL, la cantidad de soluciones que pueden tener un SEL y la representacion
grafica de un SEL particular de 3 X 2 (seccion 4.2). En el cuadro 2, detallamos las concepciones

emergentes de las categorias mencionadas y su respectiva frecuencia porcentual.

Concepto | Categoria Concepciones identificadas Frecuencia
Ecuacion | Representacion Representa una recta. 88%
Lineal con | grafica de la
dos ecuacion lineal con
incognitas | dos incognitas
Cantidad de Infinitas soluciones. 33%
soluciones de la .
N Solucion unica. 13%
ecuacion lineal con
dos incognitas Dos tipos de soluciones. 29%
SEL con Solucion particular No es solucion porque no satisface las ecuaciones del 67%
dos de un SEL sistema de ecuaciones lineales.
incognitas - .
& No es solucion, pues al resolver el SEL se obtiene 8%
(3,-1) como solucion.
Qué significa ser Una solucion para un SEL satisface todas sus 67%
solucion de un SEL | ecuaciones.
Una solucion para un SEL es un punto que pertenece a | 4%
las rectas y cumple con sus reglas de correspondencia.
Una solucion para un SEL es el resultado de una de 8%
sus incognitas.
Tipos de soluciones | Tres tipos de soluciones: infinitas soluciones, solucion | 21%
deun SEL de 2 X 2 | unica o no tiene soluciones.
Un SEL puede tener infinitas soluciones. 21%
Un SEL puede tener solo una solucion. 17%
Un SEL puede tener dos soluciones. 17%
Representacion El SEL no tiene soluciones porque no hay un punto de | 71%
grafica de un SEL de | interseccion entre las rectas.
3x2 . .,
EL SEL tiene solucion porque hay tres puntos de 17%
interseccion.

Cuadro 2—- Resumen de las concepciones emergentes sobre ecuacion lineal y SEL con dos incognitas

A continuacién, describimos y ejemplificamos cada una de las concepciones

emergentes identificadas.

Fuente: Elaborado por los autores
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4.1 Representacion grafica de una ecuacion lineal con dos incognitas

Todos los estudiantes que respondieron a la pregunta ;qué representa graficamente una
ecuacion lineal con dos incognitas? tienen la concepcion de que una ecuacion lineal con dos
incognitas representa una recta en el plano, lo cual es correcto. Por ejemplo:

EY: representa una recta en el plano.

E2: una recta con cierta pendiente y que sus puntos cumplen su regla de correspondencia.
[Incluso E2 proporcioné un ejemplo de una recta que denomino] € (£:= f(x):3x +y =0),
[exhibio tres puntos de esa recta] P(0,0),P(1,—3) y P(2,—6) [e incluyo la representacion
grafica de la recta € en el plano cartesiano (ver Figura 1)].

(Respuestas de los estudiantes, 2023).

1. ;Qué representa graficamente una ecuacién ecuacién lineal con dosincégn'im:? . D, e CMre e
. <) 4 Z O35 ¢
\ Dve. Vudreen Dec ::’czt\ .(_:jﬂ)) ccerdon rf—-}’,)gd..c,h_% e, by e 2O oz ao !
.- . 5 e Ce EOTTCS eI ELIEN
) iy g = 077 2 pellGELE O

o, Ve b ) oo
T AE P
?rg’, -b 66“ ;%i\h\

Figura 1 — Protocolo escrito por el estudiante E2 sobre la representacion gréfica de una ecuacion lineal
Fuente: elaborado por los autores

Con la pregunta, ¢qué representa graficamente una ecuacion lineal con dos incognitas?,
se esperaba que los estudiantes relacionaran el modo analitico-aritmético con el modo sintético-
geométrico. Algunos estudiantes, en sus protocolos escritos evidenciaron dicha relacion. Por
ejemplo, el estudiante E2 fundamenté su respuesta exhibiendo una ecuacion de una recta:

E2: ¢:= f(x):3x + y = 0 [modo analitico-aritmético, e incluyo la representacion grafica de
£ modo sintético-geométrico].
(Respuesta del estudiante, 2023).

4.2 Cantidad de soluciones de la ecuacion lineal con dos incognitas

Identificamos tres concepciones que manifiestan los estudiantes sobre la cantidad de
soluciones que puede tener una ecuacion lineal con dos incognitas. Estas son: infinitas
soluciones, solucion tnica y dos tipos de soluciones.

Los estudiantes que tienen la concepcidn (correcta) de que una ecuacion lineal con dos
incognitas tiene infinitas soluciones, en general, relacionaron la ecuacion lineal con dos
incognitas con su representacion grafica. Es decir, transitaron de manera natural por los modos
de pensamiento analitico-aritmético y sintético-geométrico. Por ejemplo:

E2: Puede tener infinitas soluciones, ya que representa una recta en el grdfico, por lo que
pueden ser infinitos puntos siempre y cuando cumplan su regla de correspondencia.
(Respuesta del estudiante, 2023).
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Ademas, agrego6, como ejemplo, la ecuacion una recta €: f(x): 3x + y = 0. Luego, E2

construyo una tabla de valores para las incognitas x e y, los que utiliz6 para realizar un esbozo

de larecta ¢ (Figura 2).
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Figura 2 — Protocolo escrito por E2 sobre la Solucion de ecuacion lineal con dos incognitas
Fuente: elaborado por los autores

De manera similar, el estudiante E6 escribi6:

E6: tiene infinitas soluciones porque al ser una recta infinita, hay infinita combinacion de
nameros que satisfagan la ecuacién. [E6 complementd su respuesta dando como ejemplo la
ecuacion “y = x”’y mostrando pares de nimeros que la satisfacian: 1 = 1,2 =2,3=3,4 =
4,y asi infinitamente.

(Respuesta del estudiante, 2023).

Por su parte, el estudiante E4 no argumento su respuesta, pues solo escribio:

E4: una ecuacion lineal tiene infinitas soluciones. [Al pedirle que ejemplifique su respuesta, E4
no supo como hacerlo y expreso]: es que en mi mente suena légico, pero para explicarlo no sé.
(Respuesta del estudiante, 2023).

De esto, inferimos que E4 solo tiene la idea memorizada de que una ecuacion lineal

tiene infinitas soluciones, pero no la comprende.

Ademas, identificamos que la mayoria de los estudiantes que tienen una concepcion

erronea sobre la cantidad de soluciones que tiene una ecuacién lineal con dos incégnitas

mostraron un argumento errado a través de un trabajo algebraico (como E23, Figura 3) o usando

ecuaciones (como E20, Figura 4). Es decir, argumentaron Gnicamente desde el modo de

pensamiento analitico-aritmético.

El estudiante E23 (ver Figura 3) indico:

E23: una ecuacion lineal tiene solo una solucion, [y argumentd que ] al ser una ecuacion lineal
va a tener una solucion a diferencia de la ecuacion cuadrética, que tiene dos. [Ademas, agrego
dos ejemplos. En el primero, anotd una ecuacidn lineal con dos incognitas (y = 2x), le asigno
un valor a la incdgnita y (y = 2). Luego, obtuvo el valor para x (x = 1) y agreg6 que] el Unico
namero posible que te puede dar 2 es cuando x = 1. [En el segundo ejemplo, escribié una
ecuacion cuadratica (4 = x2) y expreso que] en este caso hay dos soluciones al enigma (x; =
2N x, ==2).

(Respuesta del estudiante, 2023).
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Figura 3 — Protocolo escrito por E23 sobre la Solucién de ecuacién lineal con dos incégnitas
Fuente: elaborado por los autores

Por otro lado, los estudiantes que mostraron como concepcion que la ecuacion lineal
con dos incAgnitas tiene dos tipos de soluciones mencionaron dos de estas tres soluciones:
infinitas, Gnica o ninguna. Por ejemplo:

E22: una ecuacion lineal puede tener solucién Unica o infinitas soluciones, [argumentando que]
puede existir uno 0 méas conjuntos que permitan cumplir la igualdad.

E20: [manifest6 que una ecuacion lineal con dos incdgnitas puede] tener infinitas soluciones o
no tener solucidn, [escribiendo como ejemplo la ecuacion 2x + 3y = 0 para el caso de infinitas
soluciones y la ecuacion x —y = x + y para ejemplificar que no tiene solucién, aunque este
Gltimo es incorrecto] (ver Figura 4).

(Respuestas de los estudiantes, 2023).

ix * 33 = 0O -b M« Liun m\“‘mlu: nolie o

S R

Figura 4 — Protocolo escrito por E20 sobre la Solucion de ecuacion lineal con dos incognitas
Fuente: elaborado por los autores

4.3 Solucion particular de un SEL

Todos los estudiantes que respondieron a la pregunta respecto a si (0,1) es la solucion
particular de un SEL de 2 X 2 dado en la Tarea 2 (ver cuadro 1) coincidieron en que no es
solucion, lo que es correcto. En su argumento, identificamos dos concepciones: no es solucion
porque no satisface las ecuaciones del SEL o no es solucién, pues al resolver el SEL se obtiene
(3, —1) como solucion.

Los estudiantes que tienen la concepcion que no es solucidon porque no satisface las
ecuaciones del SEL verificaron que (0, 1) es solucion del SEL dado reemplazando x = 0ey =
1 en cada una de sus ecuaciones, es decir, realizaron un proceso de verificacion de si es solucion
a través de sustitucion directa en las incdgnitas. Por ejemplo, el estudiante E20 (ver Figura 5)

reemplazo la incognita x por 0 y la incdgnita y por 1 en la primera ecuacion del SEL (x +y =
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2) y observd que 0+1 es distinto de 2. Por consiguiente, E20 reemplaz6 la incognita x por 0 y
la incégnita y por 1 en la segunda ecuacion del SEL (x + 2y = 1) y observo que 0 + 2 es
distinto de 1. De esta forma, concluyo que (0,1):

E20: no es solucidn porque no satisface las igualdades.
(Respuesta del estudiante, 2023).

Q..

O+ l T Z (C’!l‘ ) 700 i l"_‘x.'.‘.,m'. ;\ 1 0D :_.),'.u,:/}"-cz i_':;f " )i 0041}
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Figura 5 — Protocolo escrito por estudiante E20 sobre la solucion particular de un SEL
Fuente: Elaborado por los autores

Los estudiantes que manifiestan la concepcion que (0,1) no es solucion, pues al resolver
el SEL se obtiene (3,—1) como solucion, resolvieron el SEL dado y compararon la solucion
que obtuvieron con el par ordenado (0,1). Asi, concluyeron que este tltimo no era solucion del
SEL. Por ejemplo, el estudiante E11 (Figura 6) resolvié el SEL por el método de sustitucion.
De la primera ecuacion del SEL de 2x2 dado, E11 despejo6 una de las incognitas (x =2 —y)y
la sustituy6 en la segunda ecuacion de este SEL, de esta forma, obtuvo una nueva ecuacion con
una incognita (2 —y + 2y = 1). Por consiguiente, redujo términos semejantes y obtuvo un
valor para la incognita y (y = —1). Finalmente, E11 reemplazd el valor obtenido para la
incognita y en la primera ecuacion y determind un valor para la incognita x (x = 3). Asi,
concluy6 que (0,1):

E11: no es solucidn pues al sustituir una ecuacion en la otra se obtiene (3,-1).
(Respuesta del estudiante, 2023).

! pCnacion o 4
nolucion= (23 ,-1)
Figura 6 — Protocolo escrito por estudiante E11 sobre la solucion particular de un SEL
Fuente: Elaborado por los autores
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Inferimos que los estudiantes que tienen la concepcion que (0,1) no es solucion, pues
al resolver el SEL se obtiene (3, —1) como solucion, asocian solucion de un SEL con resolverio.
Esto se reafirma con lo sefialado por el estudiante E19 que no respondi6 de forma escrita a esta
pregunta y sefial6 que la omitié porque:

E19: se me olvidd como resolver el sistema de ecuaciones con dos incdgnitas (Respuesta del
estudiante, 2023).

4.4 Qué significa ser solucion de un SEL

Ante la pregunta ;qué significa ser una solucion para un sistema de ecuaciones lineales?,

identificamos tres concepciones de los estudiantes: una solucion para un SEL satisface todas

Bolema, Rio Claro (SP), v. 38, 230153, 2024 12
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sus ecuaciones; una solucion para un SEL es un punto que pertenece a las rectas y cumple con
sus reglas de correspondencia o una solucion para un SEL es el resultado de una de sus
incognitas.

La mayoria de los estudiantes respondié haciendo alusion a la concepcion de que una
solucién para un SEL satisface todas sus ecuaciones, la cual es correcta. Por ejemplo, el
estudiante E22 (ver Figura 7) escribio:

E22: la solucion es un conjunto que satisface a todas las ecuaciones del sistema.
(Respuesta del estudiante, 2023).

Inferimos que los estudiantes que respondieron como el estudiante E22 conciben el concepto
de soluciéon de un de un SEL de 2 X 2 bajo un pensamiento analitico-aritmético, pues

mencionan que la solucion es aquella que satisface todas las ecuaciones del sistema.

La :m.ocw'ru £5 Ul CORIUNTS QUE  SATISFACE A TopAS AT Ecuacioris Doy SISTLMA

Figura 7 — Protocolo escrito por estudiante E22 sobre lo que significa ser solucion de un SEL
Fuente: Elaborado por los autores

Por otra parte, solo un estudiante manifesto la concepcion de que una solucién para un
SEL es un punto que pertenece a las rectas y cumple con sus reglas de correspondencia. En
concreto el estudiante E2 sefialo:

E2: para mi significa que el punto en cuestién pertenece a las rectas, por lo que puede ser una
interseccidn de estas, ademas de cumplir con sus reglas de correspondencia (Figura 8).
(Respuesta del estudiante, 2023).

De esto ultimo, inferimos que E2 comprende el concepto desde los modos de pensamiento

analitico-aritmético y sintético-geométrico.

%ﬁok\fu\: 5 i J,u.'j'c‘(‘c}\ -?Uf'- el PUJJ ;’o en CeedZ o ?{,);.{' PN
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,_-;;’JPJ)LCJJ:’ !

[N

Figura 8 — Protocolo escrito por estudiante E2 sobre la solucion de un SEL
Fuente: Elaborado por los autores

El estudiante E2 tiene una concepcion geométrica (modo sintético-geométrico) de lo
que significa ser solucion de un SEL de 2x2 porque menciond que el punto en cuestion
pertenece a las rectas. Ademas, inferimos que E2 relaciona la solucion de un SEL con su
significado analitico porque sefnald que el punto en cuestion (el punto que es solucion) debe
cumplir con sus reglas de correspondencia, es decir, con las ecuaciones de cada recta (modo
analitico-aritmético).

Con respecto a la concepcion de que una solucion para un SEL es el resultado de una de

sus incognitas, por ejemplo, el estudiante E11 escribid que:

Bolema, Rio Claro (SP), v. 38, 230153, 2024 13
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E11: ser una solucion para un SEL es ser el resultado de una de las incognitas del sistema de
ecuaciones (Figura 9) (Respuesta del estudiante, 2023).

Se infiere que E11, al igual que lo hicieron algunos estudiantes al responder la pregunta sobre
la solucion particular de un SEL (sesion 4.3), asocid solucion de un SEL con resolver, es decir,

pareciera que no la comprende como un conjunto de nimeros que satisface las ecuaciones.

Con ol ruculiads op vna do 224 ineagna

cleC piclerma de @ Coaligrlae

Figura 9 — Protocolo escrito por estudiante E11 sobre la solucion de un SEL
Fuente: Elaborado por los autores

4.5 Tipos de soluciones de un SEL de 2x2

A través de las respuestas de los estudiantes a la pregunta ;Cudantas soluciones puede
tener un sistema de ecuaciones lineales?, identificamos cuatro concepciones de los estudiantes
sobre los tipos de soluciones de un SEL de 2 X 2: un SEL puede tener tres tipos de soluciones
(infinitas soluciones, soluciéon unica o no tiene soluciones), un SEL puede tener infinitas
soluciones, un SEL puede tener solo una solucion o un SEL puede tener dos soluciones.

Los estudiantes que tienen la concepcion (correcta) de que un SEL puede tener tres tipos
de soluciones (infinitas soluciones, solucidon unica o no tiene soluciones) lo escribieron
directamente. Por ejemplo:

E20: hay 3 tipos: infinitas soluciones, solucion unica o no tener soluciones.

E22: Un SEL puede tener soluciones infinitas, una Unica solucion o no tener soluciones
(solucioén vacia).

(Respuestas de los estudiantes, 2023).

En tanto, el estudiante E6 mencion6 los tipos de soluciones asociando cada una a su

representacion grafica. En concreto:

E6: una Unica [sic] solucion, a excepcion que sean 2 rectas iguales, si no lo son y se intersectan
[sic] tiene Unica [sic] solucion y graficamente es donde ambas rectas se intersectan [sic], si las
2 rectas no tienen ningdn punto en comun, el sistema no tiene solucion (Figura 10).
(Respuesta del estudiante, 2023).
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Figura 10 — Protocolo escrito por estudiante E6 sobre los tipos de solucion de un SEL
Fuente: Elaborado por los autores

Aunque el estudiante E6 no escribid exactamente que un SEL tiene tres tipos de
soluciones, inferimos que tiene esa concepcion, ya que lo describié geométricamente. Creemos

que penso en un SEL de 2 X 2, ya que habla de dos rectas. Luego, E6 mencioné lo que se lee
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en el extracto anterior, pero no especificé el tipo de solucion asociada a esta representacion
geométrica. Al preguntarle sobre el tipo de solucion vinculada a 2 rectas iguales, sefialo:

E6: infinitas soluciones. [Por ultimo, E6 hizo referencia a la solucién vacia al escribir] si las 2
rectas no tienen ningun punto en comdn el sistema no tiene solucion.
(Respuesta del estudiante, 2023).

Desde los modos de pensamiento (Sierpinska, 2000), observamos que E6 argumentd
posicionado en el modo sintético-geométrico reconociendo la cantidad de soluciones de un SEL
como los posibles puntos en comun entre dos rectas.

Por otro lado, identificamos que la mayoria de los estudiantes tiene una concepcién
erronea sobre la cantidad de soluciones que puede tener un SEL. En sus respuestas, ellos
mencionaron que un SEL tiene un tipo de solucidn, ya sea, infinitas soluciones, una Unica
solucion o dos soluciones.

Los estudiantes que escribieron que el SEL tenia infinitas soluciones dieron una
justificacion no coherente. Por ejemplo:

E24: [anotd que tenia] infinitas, ya que pueden satisfacer infinitas coordenadas al sist. de

ecuaciones (Figura 11).

(Respuesta del estudiante, 2023).

fnfioidos | Yo gue preden safododer infinitas
( 7

(oo/ci?r\ecfes Dl 5.Sl~ AO eLyecions

Figura 11 — Protocolo escrito por estudiante E24 sobre los tipos de solucion de un SEL
Fuente: Elaborado por los autores

Por otro lado, los estudiantes que tienen la concepcion de que un SEL tiene unica
solucién es porque piensan en que un SEL (de 2 X 2) siempre tiene solucion y conciben esa
solucion como el punto de interseccion entre ambas rectas. Por ejemplo:

E7: tiene una solucion que vendria siendo el punto donde las rectas se intersectan [sic] [y al
respecto, expreso que] si no hay interseccion, el sistema esta malo [porque para él] el sistema
es para encontrar la interseccion de las rectas: lo que hice fue dibujar dos rectas, marcar el
punto y decir que eso es lo que representa, el punto de interseccion de las dos rectas.

D: ;y para todos los sistemas de ecuaciones lineales, crees que se va a dar de esa forma?

E7: No. Puede haber un caso en el que el sistema esté malo y quizds no se intersecan.

D: ;Por qué crees que estda malo?

E7: Porque al final el sistema es para encontrar la interseccion de las rectas.

(Diélogo entre el docente y el estudiante E7, 2023).

Inferimos que el estudiante E7 tiene esta concepcion influenciada por experiencias
previas, es decir, puede ser que los SEL con los que trabajé previamente siempre tenian una
solucion, la interseccion de las rectas, y lo interiorizé como esa tnica posibilidad, sin pensar en

el caso de rectas paralelas o coincidentes.
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Los estudiantes que tienen como concepcion que el SEL tiene dos soluciones es porque
conciben al valor de x como una solucion y al valor de y como otra. Por ejemplo, veamos el
argumento de uno de los estudiantes:

E5: depende de cuantas incognitas tenga este, pero si es de 2 x 2 este tiene 2 soluciones.
(Respuesta del estudiante, 2023).

Al preguntarle a E5 sobre su respuesta, ¢l argument6 que al resolver el SEL tiene que dar dos
valores distintos y lo ejemplifico resolviendo el SEL de 2 X 2 de la Tarea 2:

E5: En este caso, puede tener dos porque al resolver el sistema te da... te tiene que dar dos

valores distintos.

D: Pero ;jpodrias escribirme estas dos soluciones para este sistema de ecuaciones lineales

(Docente le indica el SEL de ecuaciones dado en la tarea 2 pregunta 1(poner ecuaciones del

SEL)?

E5: ;Le resuelvo el sistema?

D: Si.

[E5 resolvio el SEL indicado y escribio: y=-1, x=1]

E5: Estas serian las soluciones que tiene el sistema para mi (indicando, donde él escribio

y=-1,x=1).

(Dialogo entre el docente y el estudiante ES, 2023).

En general, los estudiantes que manifestaron las concepciones errdéneas respecto a la
cantidad de soluciones que puede tener un SEL evidenciaron confusion en sus argumentos, ya

sea presentados en modo analitico-aritmético o desde el modo sintético-geométrico.

4.6 Representacion grafica de un SEL de 3x2

En la tarea 3, los estudiantes usaron el software de geometria dinamica GeoGebra para
graficar las ecuaciones de un SEL de 3x2 y observando su representacion grafica (ver Figura
12) responder a la pregunta: ;cuantas soluciones tienen el sistema de ecuaciones lineales? Para
esta interrogante, identificamos dos concepciones de los estudiantes: el SEL no tiene soluciones
porque no hay un punto de interseccion entre las rectas o el SEL tiene tres soluciones porque

hay tres puntos de interseccion.

€ C & geogebraorg " s @ R |

Figura 12 — Representacion en GeoGebra de SEL de 3x2 de la Tarea 3
Fuente: Elaborado por los autores
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La mayoria de los estudiantes tienen la concepcion (correcta) de que el SEL de 3x2
dado no tiene soluciones. Por ejemplo:

El: al observar en GeoGebra el sistema de ecuaciones, podemos analizar que no existe una
solucion, ya que, no hay un punto que intersectefsic] las tres rectas.

E6: Ninguna, debido a que en ningun punto se intersectan [sic] las 3 rectas, la interseccion
representa el punto en el que se cumple la igualdad en las 3 ecuaciones a la vez, y este grafico
[sic] no tiene ningln punto donde las 3 rectas se intersecten [sic].

(Respuestas de los estudiantes, 2023).
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Figura 13 — Protocolo escrito por el estudiante E1 sobre la cantidad de soluciones que tiene el SEL de 3x2 dado
Fuente: Elaborado por los autores
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Figura 14 — Protocolo escrito por el estudiante E6 sobre la cantidad de soluciones que tiene el SEL de 3x2 dado
Fuente: Elaborado por los autores

Inferimos que los estudiantes que conciben que el SEL no tiene soluciones muestran que
comprenden el concepto de solucion de un SEL cuando esté representado en modo geométrico.
En particular, los estudiantes son capaces de establecer una relacion entre los puntos de las tres
rectas involucradas (modo sintético-geométrico) y las soluciones de las ecuaciones
correspondiente al SEL (modo analitico-aritmético). Ademads, pareciera que entienden la
solucion como un punto que debe pertenecer a todas las rectas o que debe satisfacer todas las
ecuaciones a la vez.

Por otro lado, los estudiantes que tienen la concepcion (erronea) de que el SEL de 3 X 2
dado tiene solucion es porque visualizan 3 puntos de interseccion en la grafica. Por ejemplo:

E11: tiene 3 soluciones porque observan 3 puntos de interseccién [pero no lo relacion6 con el
hecho de que la solucion debe satisfacer todas las ecuaciones del SEL, es decir, pertenecer a
las 3 rectas a la vez] (ver Figura 15) (Respuesta del estudiante, 2023).
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Figura 15 — Ejemplo de concepcién incorrecta, protocolo escrito por E11 sobre la cantidad
de soluciones que tiene el SEL de 3x2 dado
Fuente: Elaborado por los autores

Las concepciones de los estudiantes con respecto a esta tarea son totalmente opuestas a

las reportadas en estudios preliminares. Carcamo; Fuentealba y Tauler (2021) observaron que
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el 87% de los estudiantes de su investigacion tenian una concepcion errada porque indicaron
que el SEL tenia solucién. En cambio, en nuestro estudio, la mayoria de los estudiantes (71%)

respondio de manera correcta, pues indicaron que el SEL dado no tenia solucion.

5 Conclusiones

El objetivo de esta investigacion exploratoria era identificar las concepciones previas
que tienen los estudiantes de primer afio de universidad con respecto a los conceptos de
ecuacion lineal con dos incognitas y SEL con dos incognitas, antes de iniciar el estudio del
contenido de SEL de m X n en el curso de Algebra Lineal.

Con este estudio aportamos informacion tanto de las concepciones que los estudiantes
tienen respecto a ecuacion lineal con dos incognitas como a SEL con dos incdgnitas, abordando
sus distintos tipos de solucion (Unica, infinitas y vacia). Esto se diferencia de Carcamo;
Fuentealba y Tauler (2021) porque sus resultados Uinicamente aportan informacion sobre las
concepciones que los estudiantes tienen acerca de SEL de 3 X 2 con solucion vacia.

El andlisis realizado mostro que existe una correlacion entre las concepciones del
estudiante sobre una ecuacion lineal y un SEL. Especificamente, la mayoria de los estudiantes
no comprende la cantidad de soluciones que tiene una ecuacion lineal (ver Tabla 1), lo que se
traduce en respuestas incorrectas o en blanco. De los estudiantes que respondieron
erroneamente, algunos indicaron que tiene una Unica solucidn y otros, que tiene dos soluciones
y argumentaron desde el modo de pensamiento analitico-aritmético (con ecuaciones o
realizando un trabajo algebraico). Aunque estos mismos estudiantes, tienen la concepcion de
que una ecuacion lineal con dos incognitas representa una recta en el plano, no visualizaron las
soluciones de dicha ecuacion (modo analitico-aritmético) con su representacion grafica, es
decir, con los infinitos puntos de recta (modo sintético-geométrico). Esto podria deberse al
hecho de que al estudiante se le pregunt6 explicitamente por la cantidad de soluciones de una
ecuacion lineal y de un SEL. En este caso, no relacionaron el modo analitico-aritmético (los
pares ordenados que satisfacen una ecuacion lineal) con el modo sintético-geométrico (los
infinitos puntos que pertenecen a la recta que representa dicha ecuacion lineal).

De igual manera, la mayoria de los estudiantes tienen una concepcion equivocada (o
confusa) con respecto a la cantidad de soluciones que puede tener un SEL con dos incognitas.
En sus respuestas, mencionaron que un SEL tiene un tipo de solucion, ya sea, infinitas
soluciones, una tnica solucion, o dos soluciones. Los estudiantes que indicaron que tiene

infinitas (o dos soluciones) argumentaron desde el modo analitico-aritmético, mientras que los
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estudiantes que tienen la concepcion de que un SEL tiene una unica solucion justificaron desde
el modo sintético-geométrico.

Por otra parte, la mayoria de los estudiantes involucrados en este estudio conciben
correctamente el concepto de solucion de un de un SEL de 2 X 2 bajo un pensamiento analitico-
aritmético, pues mencionan que la solucion es tal que satisface a todas las ecuaciones del
sistema. Ademas, cuando se les pidi6 identificar la cantidad de soluciones de un SEL, a partir
de la representacion grafica de un SEL de 3 X 2, la mayoria de los estudiantes indicé
correctamente que no tenia solucion, a diferencia de lo reportado en investigaciones previas
(Carcamo; Fuentealba; Tauler, 2021; Oktag, 2018) en donde la mayoria de los estudiantes de
respondid de forma erronea sefialando que un SEL de 3 X 2 tiene 3 soluciones.

Los resultados obtenidos revelan que predominan las concepciones erroneas en cuanto
a la cantidad de soluciones que tiene una ecuacion lineal y la cantidad de soluciones que puede
tener un SEL con dos incdgnitas. Esto se debe tener en cuenta al momento de planificar la
ensefianza de los SEL, ya que de acuerdo con Oktag (2018) las concepciones que tengan sobre
las soluciones de una ecuacion lineal influenciaran las concepciones que tengan para un SEL.

Aun cuando nos hemos enfocado en las concepciones previas predominantes con
respecto a los conceptos de ecuacion lineal con dos incognitas y SEL con dos incognitas,
creemos importante considerar todos los casos que se pudieran dar, presentando especial
atencion a las concepciones erroneas que algunos estudiantes pudieran tener. Todas estas
concepciones se deben tener en cuenta al momento de planificar el aprendizaje de un contenido
mas avanzado como, por ejemplo, progresar de un SEL con 2 incognitas a estudiar un SEL con
3 0 mas incognitas.

Por lo expuesto, creemos que antes de trabajar el contenido de SEL de m X n en el curso
de Algebra Lineal, es fundamental plantear actividades a los estudiantes que les permitan
visualizar geométricamente una ecuacion lineal con dos incognitas y una ecuacion lineal con
tres incognitas, es decir, como una recta y un plano respectivamente. Ademas, estas actividades
deben facilitarle la comprension de las soluciones de una ecuacion lineal como un par ordenado
o una tripleta que satisface la ecuacion y a su vez, visualizarlas como punto del plano o del
espacio que pertenecen a la grafica de dicha ecuacion. Esto, con la finalidad de que los
estudiantes observen que los valores x e y por separado no son dos soluciones de una ecuacioén
lineal, sino que juntos forman un par ordenado que es una de las soluciones de dicha ecuacion.
En concreto, al visualizarlo geométricamente, una solucidn sera un punto y se tendran infinitos

de ellos.

Bolema, Rio Claro (SP), v. 38, 230153, 2024 19



ISSN 1980-4415
i DOL http://dx. doi.org/10.1590/1980-4415v38a230153

Asimismo, consideramos crucial que en la planificacién de la ensefianza de SEL de
m X n se aborde la visualizacion de los tres tipos de soluciones que estos pueden tener y asi,
no se limite al caso de m X 2. La visualizacion geométrica de las infinitas soluciones de un
SEL de 2 X 2 (rectas coincidentes) puede resultar compleja, por eso creemos que un SEL de
2 X 3 (interseccion de dos planos) facilitaria la visualizacion de este tipo de solucion. Para esto,
sugerimos disefiar actividades con un applet donde se pueda observar la representacion analitica
y geométrica de un SEL e incluso su conjunto solucion. Lo anterior, con la finalidad de permitir
al estudiante visualizar los tipos de conjunto solucién que puede tener un SEL para ayudar a su
comprension.

El proposito de las actividades de aprendizaje sugeridas es contribuir a que los
estudiantes transiten entre el modo sintético-geométrico y el analitico-aritmético, fomentando
asi el desarrollo del modo analitico-estructural. El pensar el concepto de SEL y su solucion en
diferentes modos permitird a los estudiantes internalizarlos y adquirir una comprension mas
profunda de ellos (Ochoviet, 2009).

Los resultados de este estudio serviran como insumo para la planificacion de la
ensefianza y la anticipacion de un posible proceso de aprendizaje de estudiantes para el
contenido de SEL de m X n. En concreto, se pueden usar para disefiar una trayectoria hipotética

de aprendizaje para favorecer la construccion de SEL de m X n en el nivel universitario.
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